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【書籍化決定！】本コンテンツの公開は2015年5月7日までとなります。

第9回
秘宝：確率分布曼荼羅の発見！

実験医学2015年1月号

はじめに
前回まで数回にわたって，数学が支配するパラメトリック統計学ワールドの風景をみ

なさんにおみせしてきました．医学や農学をはじめとする
多くの応用分野で用いられ
ているさまざまな伝統的統計手法は，パラメトリック統計学の歩みのなかで一つひとつ
確立されてきました．母集団から抽出された標
本に基づく推定や検定の原理と方法の
構築はパラメトリック統計学が果たした統計的データ解析へのきわめて重要な貢献で
す．

これらの輝かしい成果の基礎となったのは，ベルヌーイ以来の3世紀をかけて構築さ
れた確率分布に関する数学理論でした．それは不確定な現
象のもつ確率的挙動を数学
的モデル化することに成功しました．前回説明したように，統計学者カール・ピアソン
は，確率分布がいかに現実に観察できるデータ
をうまく近似できているかについて，
数々の実例を通して私たちに納得させました．とくに，「正規分布」というある確率分
布が理論的に重要な役割を果たした
点を強調しておくべきでしょう．

「それ見たことか，統計学はやっぱり数式だらけじゃないか」という読者のみなさん
の声が聞こえてきそうです．そのとおり！ パラメトリック統計学ワールドのどの道を
たどろうとも，数式がすき間なく敷き詰められています．いわゆる “数理統計学” を学
んだことのある統計ユーザーならば，過去の苦い思い出の一つや二つはきっとあるにち
がいありません．しかし，ご心配にはおよびません．今回は，このパ
ラメトリック統
計学ワールドの基本構造をつかむためのチャート （案内地図） をみなさんに示しまし
ょう．この世界を鳥瞰できるチャートがあれば，迷子になったり遭難するリスクはきっ
と減らせるにちがいありません．

§  確率分布曼荼羅：生き延びるための地図
前回までの解説で登場した確率分布はベルヌーイ分布，二項分布，正規分布のたっ

た3つだけでした．実はパラメトリック統計学にはほかにもさま
ざまな確率分布が用い
られています．いったいどれくらい多くの確率分布があるのでしょうか．数え方にもよ
りますが，離散型と連続型を合計すれば，100を
大きく上回っていることはまちがいな
いでしょう1）．読者のみなさんがかつて勉強したかもしれない数理統計学の本にも多く
の確率分布が載っていたかもしれません．しかし，私たちが想像するよりもはるかに多
くの確率分布が提唱され，それぞれのもつ数学的性質と適用事例が研究されてきまし
た．

たとえば，数年前にアメリカ統計学会誌に発表された 「一変量確率分布の相互関
係」2）という論文には全部で76個の確率分布が含まれており，その内訳は連続型57個
と離散型19個です．この論文にはこれらの確率分布を一覧できる「チャート」が添付
されていることに注目しましょう （図1）．
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これが全部確率分布なんですか！？

このチャートをはじめて目にしたみなさんは，予想以上の数の確率分布がすでに命名
されていることにまず驚かされるでしょう．丸枠は連続型確率分布を意味し，角枠は離
散型確率分布を表します．そのなかには正規分布 〔Normal（μ，σ2 ）〕
や二項分布
 〔Binomial（n, p）〕 のような名の通った有名な確率分布もあれば，生物統計学が本
職である（はずの）私ですら見たこともないような名前の確率分布さえあります．この
チャートは
これらの確率分布すべてを1枚の図によって可視化する試みといえます．

さらに，このチャートに登場する確率分布どうしを結びつける緊密な関連性が見出さ
れ（チャート中の矢印），しかもそれらの関連性はすべて数学
的に厳密な証明が与え
られていることに注目しましょう．数学的に裏付けられたこの基礎があるからこそ，パ
ラメトリック統計学の城は難攻不落なのだと実感せ
ざるを得ません．

このチャートを作図した著者であるLawrence M. Leemis教授はさらにウェブ版のチ
ャートもインターネット公開しています
 （http://www.math.wm.edu/~leemis/chart/UDR/UDR.html ）3）．
元論文のチ
ャートにクリッカブルマップとしてのユーザーインターフェースが装備され，ある確率
分布にポインターを置くだけで，その確率分布の周囲に配置さ
れた関連確率分布が浮
かび上がるように設計されています．さらに，ある確率分布をクリックすると，それに
関する詳細（関数の数式とパラメーターの説明な
ど）がリンクされていて，とても教
育的でしかもおもしろいサイトです．

東洋の思想世界では，世界のかたちを一幅の絵として描き出したものを「曼荼羅（マ
ンダラ）」とよんできました．この確率分布チャートは，パラメトリック統計学の世界
をかたちづくる個々の要素（すなわち確率分布）の間の関連性を可視化した「確率分布
曼荼羅」と見なすことができるでしょう．

§  正規分布の帝王学：中心極限定理という神ワザ
確率分布曼荼羅に登場するおびただしい数の確率分布のなかでも，正規分布は特異な

地位を占めています．それはかつてラプラスが証明した中心極
限定理（central limit
 theorem） とよばれる強力な定理のおかげです．この中心極限定理によれば，もとの
確率分布が何であれ，その母集団から抽出したデータから計算された集計値（総和や標

本平均）はサンプルサイズが無限大になると正規分布をすることになります．

中心極限定理を感覚的に理解することは難しいですか？

中心極限定理がいかに強力であるかを示す一連の図をお見せしましょう （図2）．

ここでは4つの確率分布 （Normal＝正規分布，Gamma＝ガンマ分布，Uniform＝一様
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分布，Beta＝ベータ分布）を用います．各母集団からのサンプル回数は
10,000個に設
定します．数学的にはもっと厳密な証明が必要になりますが，その定理がどれくらい威
力があるかは図2のようなシミュレーションをすればすぐに納得できます．

統計学のサンプリング理論において標本平均はもっとも重要な統計量の一つです．実
際，私たちが母集団からサンプルを抽出し，得られたデータから解析をはじめる際に，
まずはじめに計算するのは標本平均です．サンプルサイズが増大するにつれ，この標本
平均が正規分布に収束すると主張する中心極限定理は，パラメトリック統計学ワールド
において正規分布を “無敵” の確率分布に担ぎ上げるのに十分でした．

確率分布曼荼羅はパラメトリック統計学の天守に正規分布をいただく王国を可視化し
ました．一般の統計ユーザーが確率分布曼荼羅の細部にいたる
まで理解するのは，読
者のみなさんもおわかりのように，容易なことではありません．しかし，数学的な厳密
さの証明は専門の統計学者たちにお任せすればいい
のではないでしょうか．むし
ろ，私たちに必要なのは，そのような統計理論が研究現場でどのように使えるのかを理
解することだと私は考えます．次回からは実際のデータに対してこれらの統計理論がど
のように適用されるかをみることにしましょう
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